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ВЛАСТИВОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ КЛАСУ ПАРА-
МЕТРИЗОВАНИХ ОПЕРАТОРНИХ ВКЛЮ-
ЧЕНЬ 

Вступ 

Операторні включення ( )A y f∋  є об’єк-

том інтенсивних досліджень упродовж останніх 
десятиліть. Вони застосовуються при розв’язан-
ні задач математичної фізики, диференціальних 
рівнянь у частинних похідних, диференціальні 
оператори яких допускають розрив по фазовій 
змінній, диференціальних рівнянь із розрив-
ною правою частиною, задач теорії керування 
та оптимізації.  

Основні результати теорії розв’язності не-
лінійних операторних рівнянь, породжуючі опе-
ратори яких задовольняли властивості моно-             
тонності та псевдомонотонності, викладені  
Ж.-Л. Ліонсом [2], Х. Гаєвським, К. Грегером, 
К.Захаріасом [3]. Запропонована І.В. Скрипни-
ком [4] ідея переходу в класичних означеннях 
до підпослідовностей, яка була реалізована в 
працях В.С. Мельника і М.З. Згуровського, да-
ла можливість розглядати більш широкий клас 

0λ -псевдомонотонних відображень, замкнений 

відносно суми відображень, що для класів, які 
вивчались у [2, 3], було проблематичним. Так, у 
працях [5—8, 9—11] досліджувались проблеми роз-
в’язності стаціонарних операторних включень, а 
еволюційні включення розглядалися в [12—14]. 

Постановка задачі 

У даній статті вивчається розв’язність па-
раметризованих операторних включень вигляду 

( , )A y u f∋  та їх залежність від функціональних 

параметрів u U∈ . Мотивацією досліджень є 
використання таких об’єктів при математич-
ному моделюванні багатьох реальних процесів 
(див., наприклад, праці А.О. Чикрія [1]). 

У статті введено аналог властивості kS , за-

пропонованої І.В. Скрипником [4], для випадку 
многозначних операторів (надалі позначатиме-

мо її kS ). Властивість kS  узагальнює клас ві-

дображень 0λ -псевдомонотонного типу і на 

відміну від таких операторів є інваріантною 

відносно операції множення відображення на 
(−1). Клас многозначних операторів, які задо-

вольняють властивість kS , досі систематично 

не вивчався. У статті доводиться теорема про 
розв’язність відповідних операторних включень 
та досліджуються основні властивості множини 
їх розв’язків. 

Дослідження властивостей розв’язків 

Нехай X  — рефлексивний банахів простір, 

X ∗  — простір, топологічно спряжений до нього, 

, :X X X∗〈⋅ ⋅〉 × → R  — операція канонічного 

спарювання, 2X ∗

 — сукупність всіх підмножин 

простору ∗X , : 2XA X
∗

→ —  многозначне відо-
браження. Для такого відображення визначи-
мо множини: Dom = { ( ) },A y X A y∈ ≠∅  gr =A  

= {( ; ) ( )}y X X A y∗ξ ∈ × ξ ∈ . 

Всюди далі многозначне відображення A , 
для якого Dom =A X , будемо називати стро-

гим і позначати його як : 2 \{ }XA X
∗

→ ∅ . Із 

строгим многозначним відображенням A  по-
в’яжемо його верхню 

( )
[ ( ), ] = sup , X

d A y
A y d+

∈
ξ 〈 ξ〉  і 

нижню 
( )

[ ( ), ] = inf , Xd A y
A y d− ∈

ξ 〈 ξ〉  опорні функції, 

де ,y Xξ ∈ . Будемо пов’язувати з відображенням 

: 2 \{ }XA X
∗

→ ∅  відображення co : 2 \{ }XA X
∗

→ ∅    

і co : 2 \{ }XA X
∗

→ ∅ , які визначені за правила-

ми (co )( ) = co( ( ))A y A y  і (co ( )) = co( ( ))A y A y , 

відповідно. Тут через co( ( ))A y  позначено слаб-

ке замикання в просторі X ∗  опуклої оболонки 
множини ( )A y . 

Твердження 1 [15]. Нехай , : 2 \{ }XA B X
∗

→ ∅ . 

Тоді для всіх 1 2, , ,y v v v X∈  справедливі тверд-

ження: 
• функціонал [ ( ), ]X v A y v +∋ →  є опук-

лим, додатно однорідним та напівнеперервним 
знизу; 

• виконуються нерівності 

1 2 1 2[ ( ), ] [ ( ), ] [ ( ), ]A y v v A y v A y v+ + ++ ≤ + , 

1 2 1 2[ ( ), ] [ ( ), ] [ ( ), ]A y v v A y v A y v− − −+ ≥ + , 

1 2 1 2[ ( ), ] [ ( ), ] [ ( ), ]A y v v A y v A y v+ + −+ ≥ + , 
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1 2 1 2[ ( ), ] [ ( ), ] [ ( ), ]A y v v A y v A y v− + −+ ≤ + ; 

• мають місце рівності 

[ ( ) ( ), ] = [ ( ), ] [ ( ), ]A y B y v A y v B y v+ + ++ + , 

[ ( ) ( ), ] = [ ( ), ] [ ( ), ]A y B y v A y v B y v− − −+ + , 

    || co ( ) || = || ( ) ||A y A y
∗

+ + , || co ( ) || = || ( ) ||A y A y
∗

− − ,  

[ ( ), ] = [co ( ), ] ,A y v A y v
∗

+ +  [ ( ), ] = [co ( ), ] ;A y v A y v
∗

− −  

• виконуються нерівності 

[ ( ), ] || ( )|| || ||XA y v A y v+ +≤ , 

[ ( ), ] || ( ) || || ||XA y v A y v− −≤ ; 

• будуть справедливі співвідношення 

co ( ) [ ( ), ] , Xd A y X A y d w
∗

+∈ ⇔ ∀ω∈ ω ≥ 〈 〉 . 

Нехай далі Y  — рефлексивний або сепа-

рабельний нормований простір, Y ∗  — простір, 
спряжений до нього, U  — непорожня, опукла, 

∗-слабко замкнена множина в Y ∗ . Параметри-
зованим операторним включенням будемо на-
зивати такий об’єкт:  

  ( , ) , ,A y u f u U∋ ∈     (1) 

де : 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅ ;  f X ∗∈ . 

Класи відображень 

Введемо такi поняття. 
Означення 1.  Многозначне відображення 

: 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅  називається 0λ -квазімоно-

тонним, якщо для довільної послідовності 

1{ , } ,n n ny u X U≥ ⊂ ×  такої, що для деяких 0y X∈ , 

0u U∈  0ny y→  слабко в X , 0nu u→  ∗-слабко 

в Y ∗ , nd d→  слабко в X ∗  ( co ( , )n n nd A y u∈  

1n∀ ≥ ) при n → +∞ , з нерівності  

  lim , 0n n Xn
d y y

→∞
〈 − 〉 ≤  

випливає існування підпослідовності 1{ , }n n k
k k

y u ≥  

з 1{ , }n n ny u ≥ , для якої виконується нерівність  

0 0 0lim , [ ( , ), ] .n n X
k kk

d y w A y u y w w X−
→∞

〈 − 〉 ≥ − ∀ ∈  

Означення 2. Будемо говорити, що відобра-

ження : 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅  задовольняє власти-

вість kS , якщо з того, що 0ny y→  слабко в 

X , 0nU u u U∋ → ∈  ∗-слабко в Y ∗ , nd d→  

слабко в X ∗  ( co ( , )n n nd A y u∈  1n∀ ≥ ),  та  з то-

го, що  

  0, 0 приn n Xd y y n〈 − 〉 → → ∞ , (2)  

випливає 0 0co ( , )d A y u∈ .   

Зауваження 1.  Якщо : 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅  

задовольняє властивість kS , то оператор ( ) :A X− ×  

2 \{ }XU
∗

× → ∅  також задовольняє дану власти-

вість.   
Наступне твердження належним чином впо-

рядковує класи відображень типу kS  та 0λ -ква-

зімонотонного типу.   
Твердження 2. Многозначне 0λ -квазімоно-

тонне відображення задовольняє властивість 

kS .   

До в е д е н н я . Розглянемо послідовності 

0nU u u U∋ → ∈  ∗-слабко в Y ∗  та 0ny y→  сла-

бко в X , nd d→  слабко в X ∗  ( co ( , )n n nd A y u∈  

1)n∀ ≥ , і нехай для них виконується співвід-

ношення (2), а це означає, що lim , =n nn
d y

→∞
〈 〉  

0= , Xd y〈 〉 . Доведемо, що 0 0co ( , )d A y u∈ . З  

того, що оператор A  є 0λ -квазімонотонним, та 

із співвідношення (2) випливає існування під-
послідовності 1{ , }m m my u ≥  з 1{ , }n n ny u ≥ , для якої 

виконується нерівність 

0 0 0lim , [ ( , ), ] .m m X
m

d y w A y u y w w X−
→∞

〈 − 〉 ≥ − ∀ ∈  

Перетворимо дану нерівність. Матимемо 

0 0 0

0

[ ( , ), ]

lim , lim , = , .m m X m X Xx x

w X A y u y w

d y d w d y w

−

→∞ →∞

∀ ∈ − ≤

≤ 〈 〉 − 〈 〉 〈 − 〉
 

Користуючись твердженням 1, отримуємо, 

що 0 0co ( , )d A y u∈ . Твердження доведене. 

Означення 3.  Будемо говорити, що відо-

браження : 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅  є демізамкне-

ним, якщо з того, що 0ny y→  сильно в X , 
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0nU u u U∋ → ∈  ∗-слабко в Y ∗ , nd d→  слабко 

в ∗X  ( co ( , )n n nd A y u∈  1)n∀ ≥ , випливає, що 

0 0co ( , )d A y u∈ .   

Твердження 3. Многозначне відображення, 

що задовольняє властивість kS , є демізамкне-

ним.   
Означення 4.  Многозначне відображення 

: 2 \{ }XA X
∗

→ ∅  задовольняє  властивість ( )Π : 

якщо для деякого 0k > , деякої обмеженої 
множини B X⊂  та для деякого селектора 
d A∈  виконується нерівність ( ), Xd y y k〈 〉 ≤  

для всіх y B∈ , то існує таке 0C > , що 

|| ( ) ||
X

d y C∗ ≤  для всіх y B∈ .   

Зауваження 2.  Сума многозначних відо-
бражень, що задовольняють властивість ( )Π , 

теж задовольняє властивість ( )Π .   

Означення 5.  Многозначне відображення 

: 2 \{ }XA X
∗

→ ∅  називається:   

• локально обмеженим, якщо для довіль-
ного фіксованого y X∈  існують константи 

0m >  і 0M > , такі, що || ( ) ||A M+ξ ≤ , коли 

|| ||Xy m− ξ ≤ ; 

• скінченновимірно локально обмеженим, 
якщо для довільного скінченновимірного прос-
тору F X⊂  звуження A  на F  є локально об-
меженим.  

Основні результати 

Означення 6.  Будемо говорити, що y X∈  

є слабким розв’язком задачі (1) при заданих 

f X ∗∈  та u U∈ , якщо co ( , )A y u f∋ , тобто 

якщо [ ( , ), ] , XA y u w f w w X+ ≥ 〈 〉 ∀ ∈ .   

Для фіксованих u U∈ , ∗∈f X  позначимо 

( , )K u f  множину слабких розв’язків включен-

ня (1). 
Теорема 1. Нехай многозначне відобра-

ження : 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅  задовольняє влас-

тивість kS , nU u u U∋ → ∈  ∗-слабко в Y ∗ , 

nf f→  сильно в X ∗ . Тоді  

  
1

( , ) ( , ),
w

m m
n m n

K u f K u f
≥ ≥

⊂IU     (2) 

де 
w

U  —  слабке замикання множини U X⊂  в 
X . 

Більше того, якщо існують u U∈ , f X ∗∈ , 

0r > , такі, що  

  [ ( , ) , ] 0 : || || = ,XA y u f y y X y r+− ≥ ∀ ∈     (3) 

а відображення ( , )X y A y u∋ →  — скінченно-

вимірно локально обмежене і задовольняє влас-
тивість ( )Π ,  то ( , )K u f  — непорожня, слабко 

замкнена множина в X .   
До в е д е н н я . Нехай ( )Xℵ  — сукупність 

всіх скінченновимірних підпросторів простору 

X , :FI F X→  — оператор вкладення, :FI X∗ ∗→ 

F ∗→  — спряжений оператор. Для кожного F ∈ 

( )X∈ℵ  розглянемо відображення :FA F F ∗→ , 

яке визначається комутативною діаграмою:  

(, )

,

A u

F F

A
F

X X

I I

F F

⋅
∗

∗

∗

↑ ↓

→

→

 

тобто () = (, )F F FA I A u I∗⋅ ⋅ . 

Для кожного ( )F X∈ℵ  покладемо ( ) =FA ⋅  

= co ( , ) : 2 \{ }F
FI A u F

∗∗ ⋅ → ∅ . Покажемо, що ві-

дображення () = co ()F FA A⋅ ⋅  набуває опуклих 

компактних значень. Останнє випливає із скін-
ченновимірної локальної обмеженості відобра-
ження ( , )X y A y u∋ →  та із справедливості рів-

ності co ( , ) = co ( , ) ,F FI A y u I A y u y F∗ ∗ ∀ ∈  яка до-

водиться в [14]. 

Далі покажемо, що відображення () =FA ⋅  

= co ( , ) : 2 \{ }F
FI A u F

∗∗ ⋅ → ∅  є напівнеперервним 

зверху. Множина ( )FA x  обмежена, а значить, 

компактна в F ∗ . Припустимо, що в точці 

0x F∈  відображення FA  не є напівнеперерв-

ним зверху. Тоді знайдеться 0ε > , таке, що       

в кожній кулі 1 0 0

1
( ) = | || ||F

n

B x x F x x
n

⎧ ⎫∈ − <⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

можна вибрати точку nx , таку, що  
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0

0

( ) ( ( )) =

{ | dist( , ( )) }.

FF n

F

A x B A x

z F z A x

ε

∗

⊄

= ∈ < ε
 

Розглянемо послідовності { }nx , { }nz , де 

0( )\ ( ( ))FFn nz A x B A xε∈ , 1 0( )n
n

x B x∈ . Послідов-

ність nx  збігається до 0x  в F , а послідовність 

nz  обмежена в силу обмеженості відображення 

FA . Не втрачаючи загальності, можемо вважа-

ти, що 0nz z→  в F ∗ . Згідно з твердженням 3 

відображення A  демізамкнене, звідки випли-

ває замкненість FA . Тому 0 0( )Fz A x∈ , що су-

перечить умові 0( ( ))Fnz B A xε∉ . 

Для кожного ( )F X∈ℵ  покладемо , =r FB  

= rB FI , де rB  — замкнена куля радіуса r  з 

центром у нулі в просторі X . Тоді  

,[ ( ) , ] = [ ( , ) , ] 0 ,F r FFA y f y A y u f y y B+ +− − ≥ ∀ ∈ ∂  

де =F Ff I f∗ . 

Отже, для відображення ( )F FA f⋅ −  засто-

суємо наслідок із [14], з якого випливає, що 

,( ) r FFF X y B∀ ∈ℵ ∃ ∈ , таке, що  

 ( )F F FA y f∋ .    (4)  

В силу твердження з [14] останнє вклю-
чення еквівалентно нерівності  

  [ ( ), ] , .F F F FA y w f w w F+ ≥ 〈 〉 ∀ ∈     (5) 

Для довільного 0 ( )F X∈ℵ  покладемо  

  ,
0

0

= { | задовольняє (5)}.r FF F F
F F

G y B y
⊃

∈U  

Очевидно, множина 
0

FG  непорожня і міс-

титься в кулі rB . Крім того, для довільного 

скінченного набору 1,..., ( )nF F X∈ℵ  і ( )F X∈ℵ  

таких, що 
=1

n

i
i

F F⊂U , маємо FG∅ ≠ ⊂
=1

n

F
ii

GI . 

Таким чином, система множин { }w
FG  цен-

трована, де w
FG  — слабке замикання множини 

FG  в X  і згідно з теоремою Банаха—Алаоглу 

для кожного ( )F X∈ℵ  w
FG  — компакт у слаб-

кій топології простору X . Отже, маємо 

( )

w
F

F X

G
∈ℵ

≠ ∅I . 

Розглянемо 0
( )

w
F

F X

y G
∈ℵ

∈ I , зафіксуємо до-

вільне w X∈  та виберемо 0 ( )F X∈ℵ  з умови 

0 0,y w F∈ . Тоді знайдеться підпослідовність 

0
{ }n Fy G∈ , яка слабко збігається до 0y  в прос-

торі X , а також ( )
nFn nd A y′ ∈  ( = )n nd f′ , де 

rn ny B F∈ I , 0 ( )nF F X⊂ ∈ℵ , =
n

n F
f I f∗ . У та-

кому випадку отримаємо 

 
0 0

0 0

lim , = lim , =

= lim , = lim , = 0,

n n X n n Fn n n

n n F n Xn nn

d y y d y y

f y y f y y

→∞ →∞

→∞ →∞

′〈 − 〉 〈 − 〉

〈 − 〉 〈 − 〉
 

де =
nn F nd I d∗′ , co ( , )n nd A y u∈ . Звідси, зокрема, 

випливає, що послідовність 1{ , }n n X nd y ≥〈 〉  обме-

жена зверху. Враховуючи, що відображення 
( , )X y A y u∋ →  задовольняє властивість ( )Π , 

згідно з теоремою Банаха—Алаоглу можемо 
вважати, що з точністю до підпослідовності 

nd d→  ∗-слабко в X ∗ . Оскільки відображення 

A  задовольняє властивість kS , то d ∈ 

0co ( , )A y u∈ . Далі маємо  

  
, = lim , = lim , =

lim , = lim , .

n

n

X n X n Fn n

n F Xn n

d w d w d w

f w f w

→∞ →∞

→∞ →∞

′〈 〉 〈 〉 〈 〉

= 〈 〉 〈 〉
 

З довільного вибору w X∈  випливає, що 
=d f , а це і доводить, що множина ( , )K u f  є 

непорожньою. 

Нехай тепер nU u u U∋ → ∈  ∗-слабко в ,Y ∗  

nf f→  сильно в ∗X . Перевіримо справедли-

вість включення (2). Припустимо, що множина 

1

( , )
w

m m
n m n

K u f
≥ ≥
I U  є непорожньою (в іншому ви-

падку включення (2), очевидно, виконується). 

Тоді якщо 0
1

( , )
w

m m
n m n

y K u f
≥ ≥

∈I U , то існує підпо-
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слідовність натуральних чисел 1{ }k kn ≥ , така, що 

0y  є слабкою границею в просторі X  деякої 

послідовності 1{ }n k
k

y ≥ , такої, що 1k∀ ≥  
kny ∈  

( , )
k kn nK u f∈ . Відзначимо, що 

0, 0
k kn n Xf y y〈 − 〉 →  

при k → ∞ . Тоді з властивості kS  оператора A  

маємо 0( , )f A y u∈ , тобто 0 ( , )y K u f∈ . 

Слабка замкненість ( , )K u f  випливає з 

(2). Теорему доведено.  
Далі на конкретному прикладі покажемо, 

що властивість kS  є принципово ширшою за 

властивість 0λ -квазімонотонності. А саме роз-

глянемо обмежене многозначне відображення 
*

: 2 \ { }XA X U× → ∅ , яке задовольняє власти-

вість ( )kS , є + -коерцитивним для всіх u U∈ , 

але ні для якого u U∈  не є − -коерцитивним, 
не є 0λ -квазімонотонним і A−  теж не є 0λ -ква-

зімонотонним. 
Приклад. Нехай Ω  — відкрита обмежена 

підмножина в nR  ( 2)n ≥  з достатньо регуляр-

ною границею ∂Ω  розмірності 1n − . Нехай 

1 2,ξ ξ  — задані функції з ( )L∞ Ω , такі, що  

  1 20 < ( ) ( ) майже скрізь (м.с.) в .x xβ ≤ ξ ≤ ξ Ω  

Покладемо  

1 2
1 ,

2

=

= [ ( )]

, = 1, , ,

( ) ( ) ( ) м.с.
= [ ( )] ,

в , , = 1, , ,

( , ( ) ) || ||

,м.с. в

n n

ji ij

i j
i j i j n

n

U

u u L

i j n

x u x x
u x

i j n

x

∞

≤ ≤

⎧ ⎫∈ Ω⎪ ⎪
⎪ ⎪∀⎪ ⎪
⎪ ⎪ξ ≤ ≤ ξ⎪ ⎪= ⎨ ⎬

Ω ∀⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪η η ≥ γ η
⎪ ⎪
⎪ ⎪∀η ∈ Ω⎩ ⎭

K

K

R R

R

U

U

 

де 0γ > . Вважатимемо, що U  утворює порож-

ню множину рівномірно обмежених та додатно 
означених симетричних квадратних матриць. 
Розглянемо множину  

1 2= { = [ , , , ] [ ( )] : div = 0

= 1,2, , },

n n
n iV L

i n

∞ ×∈ Ω

∀

u u u uK

K

U
 

де значення оператора div  на векторі ∈u  
2[ ( )]nL∈ Ω  визначається як елемент простору 

1( )H − Ω , такий, що  

1
1 0( )
0

div , = ( , ) ( ).n
H

dx H
Ω

Ω

〈 φ〉 − ∇φ ∀φ ∈ Ω∫u u
R

 

Будемо вважати, що функціональний па-
раметр U  є допустимим, якщо ∈ IU V U , де 

множина U  означена вище. Множину всіх до-
пустимих параметрів позначимо solU . 

Нехай 1
0= ( )X H Ω  — дійсний простір Со-

болєва, 1= [ ( )]n nY L ×Ω . Тоді 1= ( ),X H∗ − Ω  =Y ∗  

= [ ( )]n nL∞ ×Ω . Нехай 
2

( , ) = ( ) ( )Lu v u x v x dx
Ω
∫  — cка-

лярний добуток в 2( )L Ω ; (( , )) =u v u vdx
Ω

∇ ⋅ ∇∫  — 

скалярний добуток в 1
0( )H Ω , 1

0, ( );u v H∈ Ω a b⋅  — 

скалярний добуток векторів , na b ∈ R ; 1( )
0

|| || =
H

u
Ω

 

= (( , ))u u , u X∈ . Розглянемо оператор 

sol: 2 \{ }XA X U
∗

× → ∅ , який визначається за 

правилом  

  

, =1

( , ) = { div( ( ) ) | [ 1,1]} =

( ) [ 1,1] .
n

i j
i j i j

A y x y

y
u x

x x

− α ∇ α ∈ −

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪⎜ ⎟= − α α ∈ −⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑

U U

 

Зауважимо, що co ( , ) = ( , ) = ( , )A y A y A y−U U U   

.y X∀ ∈  

Тепер покажемо, що оператор ( , ) =A y U  

= div( ( ) )x y− α ∇U  як відображення 1
0: ( )A H Ω ×  

1( )
sol 2 \{ }HU

− Ω× → ∅  задовольняє умову kS . Для 

цього нам будуть потрібні такі допоміжні ре-
зультати.   

Лема 1. solU  — секвенційно компактна мно-

жина в ∗-слабкій топології простору [ ( )]n nL∞ ×Ω .   

До в е д е н н я . Нехай 1 2{ = [ , , ,k k ku u KU  

=1]}nk k
∞u  — довільна послідовність в solU . Оскіль-

ки solU U⊂ , а множина U  — секвенційно           

∗-слабко компактна, то можна вважати, що 
існує матриця 0 U∈U , така, що  

  

1
0( , ) ( , ) [ ( )] ,

= 1,2, , .

n n

n
i k idx dx L

i n

Ω Ω

φ → φ ∀φ ∈ Ω

∀

∫ ∫u u

K

R R
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Виберемо як вектор φ  такий, що = ,pφ ∇  

де 1
0( )p H∈ Ω . Оскільки  

1
0 ( )

( , ) = div , = 0 ,ni k ik H
p dx p k

Ω
Ω

∇ −〈 〉 ∀ ∈∫ u u
R

N  

то 1
0

0 0 ( )
( , ) = div , = 0ni i H

p dx p
Ω

Ω

∇ −〈 〉∫ u u
R

 для всіх 

= 1,2, ,i nK . Отже, маємо 

  0 10 20 0 sol= [ , , , ] ,n U∈u u uKU  

що і треба було встановити.  
Лема (про компенсовану компактність) [16]. 

Нехай 0 0, , ,k kp p v v  —  вектори з 2[ ( )]nL Ω , такі, 

що 0kp p→  і 0kv v→  слабко в 2[ ( )]nL Ω . Якщо 

при цьому послідовності =1{div }k kp ∞  і =1{rot }k kv ∞  

є компактними в 1( ),H − Ω  то  

0 0 0lim ( , ) = ( , ) ( ).n nk kk
p v dx p v dx C ∞

→∞
Ω Ω

φ φ ∀φ ∈ Ω∫ ∫R R
 

Тут для довільної вектор-функції 2( ( ))nv L∈ Ω  
елементи кососиметричної матриці rotv  визна-

чаються як елементи простору 1( )H − Ω  за таким 

правилом:  

  
1

1
0

rot , =
( )

( ), , = 1, , .

ij
i jH

j i

v v v dx
x x

H i j n

−

Ω

⎛ ⎞∂φ ∂φ⎜ ⎟〈 φ〉 − −Ω ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∀φ ∈ Ω

∫

K

 

Покажемо, що оператор A  є + -коерци-
тивним для кожного solU∈U . Дійсно, ця влас-

тивість є безпосереднім наслідком нерівності 
2

| | 1
[ ( , ), ] = sup div ( ( ) ), || ||XA y y x y y y+

α ≤
α 〈− ∇ 〉 ≥ γU U  

.y X∀ ∈  Крім того, A  — рівномірно обмежений 

оператор в тому розумінні, що || ( , ) ||A y +≤U  

|| ||XC y≤  y X∀ ∈ , де 2= || ( ) ||
( )L

C x ∞ξ
Ω

, тобто 

константа C  не залежить від solU∈U , а зале-

жить тільки від самої множини solU . 

Зауваження 3.  Для повноти характеристи-
ки оператора A  необхідно зазначити, що ні 
для одного solU∈U  оператор A  не є − -коер-

цитивним, оскільки ( , ) = ( , )A y A y−U U . Більше 

того, ні A , ні A−  не  задовольняють власти-

вість 0λ -квазімонотонності. Дійсно, розгляне-

мо довільну ортонормовану систему векторів 

=1{ }k ky ∞  в 1
0= ( )X H Ω  та послідовність діагональ-

них матриць =1{ }k k
∞U , де sol=k U∗ ∈U U  — фік-

сований елемент 1k∀ ≥ . Як відомо, 0ky →  

слабко в X . Нехай  

  = div( ( ) ) ( , ) 1.k k k k kd x y A y k∇ ∈ ∀ ≥U U  

Тоді з означення множини solU  випливає, 

що 

2, 0 || || = 0 1.k k k Xd y y k〈 − 〉 ≤ −γ −γ < ∀ ≥  

 Проте для довільної підпослідовності 

=1 =1{ , , } { , , }m m m m k k k ky d y d∞ ∞⊂U U  маємо  

lim , 0 0 = [ (0),0 0] .m m
m

d y A −
→∞

〈 − 〉 < −  

І щоб показати, що A−  теж не є 0λ -квазімо-

нотонним оператором, лишається згадати, що 
( , ) = ( , )A y A y− U U  y X∀ ∈ .   

Тепер встановимо основний результат, 
який стосується даного прикладу. 

Теорема 2.  Оператор A  задовольняє влас-

тивість kS .   

До в е д е н н я . Нехай =1{ }k k
∞U  — послідов-

ність в solU , така, що 0k →U U  ∗-слабко в 

[ ( )]n nL∞ ×Ω . Оскільки множина solU  секвенційно 

∗-слабко замкнена, то 0 solU∈U . Нехай 

1
=1 0{ } ( )k ky H∞ ⊂ Ω , така, що 0ky y→  ∗-слабко в 

1
0( )H Ω . І нехай також  

  
= div( ( ) ) ( , ),

, [ 1,1],

k k k k k k

k

l x y A y

k

−α ∇ ∈

∈ α ∈ −

U U

N
 

є послідовністю селекторів, такою, що 0kl l→  

слабко в 1( )H − Ω  і виконується умова  

  0, 0.k k Xl y y〈 − 〉 →  

Необхідно довести, що 0 0 0( , )l A y∈ U . Є дві 

можливих альтернативи: 
1) 0kα → . Тоді з рівномірної обмеженос-

ті оператора div ( ( ) )k kx y∇U  отримаємо, що 
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0nl →  в 1( )H − Ω , a 0 00 ( , )A y∈ U , що і треба бу-

ло довести; 

2) існує підпослідовність =1 =1{ } { }m m k k
∞ ∞α ⊂ α , 

така, що [ 1,1] \ {0}k
∗α → α ∈ − .  

Перейдемо до послідовності = =m
m

m

l
d

α
 

= div( ( ) )m mx y− ∇U . Очевидно, що в цьому ви-

падку 0, 0m m Xd y y〈 − 〉 → , = div( )md d→ − ξ  слаб-

ко в 1( )H − Ω , де ξ  є слабкою границею послі-

довності =1{ }m m my ∞∇U  в просторі 2[ ( )]nL Ω . Дійс-

но, для довільного 1
0( )Hφ ∈ Ω  маємо  

1
0

1 1
0 0

( )

( ) ( )

div( ), = ( , )

( , ) = div , = , .

n

n

k k k kH

H H

y y dx

dx d

Ω
Ω

Ω Ω
Ω

〈− ∇ φ〉 ∇ ∇φ →

→ ξ ∇φ 〈− ξ φ〉 〈 φ〉

∫

∫

U U
R

R

 

Покажемо, що в цьому випадку має місце 
тотожність  

  0 0.yξ ≡ ∇U     (6) 

Якщо це так, то 0 0= div( ( ) )ml d x y∗ ∗→α − α ∇ ∈U   

0 0( , )A y∈ U . 

Тепер встановимо тотожність (6). Для цьо-
го скористаємось лемою про компенсовану 
компактність. Покладемо =k ikp u , 0 0= ip u , 

=k kv y∇ , 0 0=v y∇ . Оскільки div = 0kp  i 

rot = 0kv  k∀ ∈ N , 0ky y∇ → ∇  слабко в 2[ ( )]nL Ω  

i 0k →U U  ∗-слабко в [ ( )]n nL∞ ×Ω , а отже, слаб-

ко в 2[ ( )]n nL ×Ω , то  

 

=1

0 0 0 0
=1

0

lim ( , ) = lim ( , ) =

( , ) = ( , )

[ ( )] .

n n

n n

n

k k i k k ik ki

n

i i
i

n

y dx y dx

y dx y dx

C

→∞ →∞
Ω Ω

Ω Ω

∞

∇ φ ∇ φ

= ∇ φ ∇ φ

∀φ ∈ Ω

∑∫ ∫

∑ ∫ ∫

u

u

U

U

R R

R R
 

Оскільки 0 ( )C ∞ Ω  щільно в 1( )L Ω , то 

0 0=k ky y∇ → ξ ∇U U  ∗-слабко в [ ( )]nL∞ Ω , що і 

треба було встановити. Теорему доведено.  

Висновки 

Розглянута в статті властивість kS  для 

многозначного випадку значно розширює клас 

0λ -квазімонотонних відображень.  Наведений 

приклад показує, що існують оператори, які 

задовольняють властивості kS  і  + -коерцитив-

ності, але які не є 0λ -квазімонотонними і                

− -коерцитивними. Основний результат статті 
дає можливість стверджувати існування роз-
в’язків параметризованих включень із подіб-
ними відображеннями і є узагальненням відо-
мих результатів, які для такого класу операто-
рів не застосовуються. Також показано залеж-
ність множин розв’язків таких включень від 
параметрів. У подальших дослідженнях було б 
доцільним поширити отримані результати на 
випадок варіаційних нерівностей. 

 

В.О. Капустян, П.О. Касьянов, О.П. Когут 

СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ КЛАССА ПАРАМЕТРИ-
ЗИРОВАННЫХ ОПЕРАТОРНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ  

Исследуются свойства решений параметризиро-
ванных операторных включений с многозначны-
ми операторами типа kS . Доказана теорема о 

разрешимости таких включений, слабой компакт-
ности и зависимости от параметра множеств их 
решений. Приведен пример, иллюстрирующий 
полученные результаты. 
 

V.O. Kapustyan, P.O. Kasyanov, O.P. Kogut 

SOLUTIONS PROPERTIES FOR ONE CLASS OF 
PARAMETERIZED OPERATOR INCLUSIONS 

This paper provides the insights into the properties 
of solutions for parameterized operator inclusions 
with multi-valued maps of kS  type. We prove the 

resolvability of such inclusions, weak compactness 
and parameter dependence of their solution. More-
over, we provide the example, illustrating the ob-
tained results. 
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