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УЗАГАЛЬНЕНІ ІНТЕГРАЛЬНІ ПЕРЕТВОРЕН-
НЯ І ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

Вступ

Спеціальні функції стали ефективним тео-
ретичним знаряддям і для вчених, і для інже-
нерів. Розвиток математичної фізики, механіки
суцільного середовища, теорії імовірностей та
математичної статистики, квантової механіки,
теорії моделювання, теплофізики, термомехані-
ки та інших наук стимулює як розвиток теорії
спеціальних функцій, так і розмаїтість їх засто-
сувань. Спеціальні функції є і ядрами багатьох
інтегральних перетворень. А метод інтегральних
перетворень – один із найефективніших аналі-
тичних методів розв’язання крайових задач мате-
матичної фізики, широкого класу прикладних за-
дач та ін.

В останні десятиріччя запроваджуються
нові типи інтегральних перетворень, які знахо-
дять застосування при розв’язанні складніших
задач. Тут слід звернути увагу на працю [1], в якій
подано розгорнуту картину сучасного стану тео-
рії інтегральних перетворень, багато місця від-
ведено інтегральним перетворенням, ядра яких
містять Н-функцію, визначену за допомогою ін-
теграла Мелліна–Бернса, підінтегральний вираз
якого – це добуток ейлерових гамма-функцій.

Постановка задачі

У статті запроваджуються нові узагальнен-
ня найбільш відомих і поширених інтегральних
перетворень, вивчаються їх властивості, зокре-
ма, встановлюються рівності типу Парсеваля–
Гольдштейна для деяких із них.

Класичні інтегральні перетворення

Для викладу подальшого матеріалу нагада-
ємо найбільш поширені класичні інтегральні пе-
ретворення:

перетворення Лапласа [3]
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де E1(x) – експоненціальна інтегральна функ-
ція [6]:
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Основні результати

Запроваджуємо нові узагальнення інтеграль-
них перетворень (1)–(6): за допомогою (τ, β)-уза-
гальненої конфлюентної гіпергеометричної функ-
ції τ βΦ ,
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де Re Re 0; { , } ; 0; 0; 1c a R> > τ β ⊂ τ > β > τ − β < ;

Γ( )a – класична гамма-функція [6]; Φ1 1 – функ-

ція Фокса–Райта [1]; Ψ1 1( )z – частинний ви-

падок узагальненої функції Райта pΨq(z) [1]:
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Зображення функції Ψp q за допомогою ін-

тегралa Мелліна–Бернса має вигляд [1]
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Запровадимо в такому вигляді нові інтег-
ральні перетворення:

узагальнені інтегральні перетворення Лап-
ласа
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узагальнені інтегральні перетворення потен-
ціалу
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узагальнені інтегральні перетворення Стіл-
тьєса
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узагальнене інтегральне експоненціальне пе-
ретворення
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У формулах (11)–(18) ≥ γ >0, 0b .

Одержимо композиційні співвідношення,
рівності типу Парсеваля–Гольдштейна, наведе-
мо ілюстративні приклади.

Лема 1. При умовах існування інтегралів та їх
абсолютній збіжності справедливі такі співвід-
ношення:
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Доведення. Використовуючи означення
операторів 2 2,%L L (формули (12), (21)), маємо
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Змінюючи порядок інтегрування у правій час-
тині (22), що можливо завдяки абсолютній збіж-
ності інтегралів, одержимо
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Зауважимо, що при доведенні було викорис-
тано зображення функції τ βΦ ,

1 1 ( )z у вигляді ря-

ду [7].
Аналогічно доводимо співвідношення (20):
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Після перетворень матимемо праву частину фор-

мули (20) 1
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Теорема 1 (рівність типу Парсеваля–Гольд-
штейна щодо узагальнених інтегральних пере-
творень 2

%L і 2
%P ). При умовах існування відпо-

відних інтегралів та їх абсолютній збіжності спра-
ведлива рівність
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Доведення. Застосовуючи формули (12),
(21) і змінюючи порядок інтегрування, матимемо
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Використавши лему 1, одержимо (23).
Наслідок. Із (23) випливає рівність
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Справді, якщо покласти 2( ) { ( ); }x g z xϕ = L в (23),

то одержимо (24).
Покажемо, що деяка композиція узагаль-

нених інтегральних перетворень Лапласа дасть
узагальнене інтегральне експоненціальне пере-
творення 21E . Справедлива така лема.

Лема 2. При умовах існування відповідних
інтегралів та їх абсолютній збіжності викону-
ються співвідношення

2 2 2{ { }} =%L L L

2 2
1 ( )

{ { ( ); }; }
2 ( )

c
f x u y

a
Γ

=
Γ

%L P , (25)

3
2 21

1 ( )
{ ( ); } { ( ); }

4 ( )
c

f x y f x y
a

Γ
=

Γ
% %L E . (26)
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2 2 2 2 2
1 ( )

{ { }} { { ( ); }; }
2 ( )

c
f x u y

a
Γ

=
Γ

% %L L L L P =

∞ ∞
− Γ

= ×Γ +
∫ ∫

2 2

2 2
0 0

1 ( ) ( )
2 ( )

u yc x f x
ue

a x u

× 2Ψ1

γ  τ γ   × − =   β +     

2

2 2

( , ); (1, );

( , );

a u
b dx du

c x u

∞Γ
= ×

Γ ∫
0

1 ( )
( )

4 ( )
c

x f x
a

×
2

2
0

uye
dx

x u

∞ −


+
∫ 2Ψ1 2

( , ); (1, );

( , );

a u
b du

c x u

γτ γ   −    β  +  
.

Зауважимо, що у фігурних дужках підінтег-
рального виразу останнього інтеграла стоїть уза-



136 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2008 / 6

гальнений оператор Стілтьєса
2 2

1{ ; }uye x−%G . Знахо-

димо його значення:
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де Ε% 1 має вигляд (18). Врахувавши (17), одержи-

мо (26).
Теорема 2 (рівність типу Парсеваля–Гольд-

штейна щодо узагальнених інтегральних пере-
творень 2 21 2, ,% %L E P ). При умовах існування від-

повідних інтегралів та їх абсолютній збіжності
справедливі такі рівності:
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Доведення. Доведемо формулу (27) (до-
ведення співвідношення (28) – аналогічне). Вра-
хувавши означення 2 2, %L P , матимемо
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Приклад 1. Якщо ω <Re 1, а відповідні ін-
теграли абсолютно збігаються, то матимемо рів-
ність
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За допомогою використання інтегрального пе-
ретворення Мелліна (5) останню рівність мож-
на подати в такому вигляді:
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Приклад 2. Якщо ω > −Re 1, а відповідні ін-
теграли абсолютно збігаються, то справедлива
рівність
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Використавши інтегральне перетворення
Мелліна (5), рівність (31) перепишемо у вигляді
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Висновки

За допомогою узагальненої виродженої (кон-
флюентної) гіпергеометричної функції можна за-
провадити нові інтегральні перетворення. Для де-
яких із них наведено важливі рівності Парсева-
ля–Гольдштейна, які дають змогу широко засто-
совувати ці нові інтегральні перетворення, зокре-
ма, і в прикладному математичному аналізі, ма-
тематичній фізиці та ін.
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Н.А. Вирченко, С.М. Заикина

ОБОБЩЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗО-
ВАНИЯ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

Введены новые обобщения интегральных преоб-
разований – Лапласа, Стилтьеса, потенциала,
экспоненциального типа. Доказаны равенства Пар-
севаля–Гольдштейна, даны иллюстративные при-
меры.

N.O. Virchenko, S.M. Zaikina

THE GENERALIZED INTEGRAL TRANSFORMATI-
ONS AND THEIR APPLICATION

We introduce some new generalized integral trans-
formations of Laplace, Stieltjes, potential and expo-
nential type. Furthermore, we prove the Parseval–
Goldstein equalities and provide the illustrative
examples.
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